
İki Değişkenli Karma (Mixed) Dağılımlar 

Bu bölümde buraya kadar kesikli ya da sürekli iki değişkenli dağılımlar üzerinde 

duruldu. Bazen, rastgele değişkenlerden birinin kesikli diğerinin ise sürekli dağılıma 

sahip olduğu iki değişkenli karışık dağılımlarla karşılaşılabilir. Böyle bir ortak olasılık 

fonksiyonunu 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) ile gösterilir. Bu durumda (𝑋, 𝑌) çiftinin 𝑥𝑦 −düzleminde belirli 

bir bölgeye ait olma olasılığını, değişkenlerden birisi için 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) değerleri toplanarak 

ve diğer değişken için de 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)’nin integrali alınarak bulunur. Her ortak olasılık 

fonksiyonu iki koşulu sağlamalıdır. Eğer 𝑋 mümkün değerleri 𝑥1, 𝑥2, … olan kesikli bir 

rastgele değişken ve 𝑌 bir sürekli rastgele değişken ise, bu durumda ∀ 𝑥, 𝑦 için 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) ≥ 0   ve ∫∑𝑓𝑋,𝑌(𝑥𝑖, 𝑦)𝑑𝑦 = 1 

∞

𝑖=1

∞

−∞

                                            

olmalıdır. 𝑓 fonksiyonu negatif olmadığından, işlem kolaylığı sağlayacaksa integral ve 

toplama işlemlerinin sırası değiştirilebilir.  

Örnek: (𝑋, 𝑌) iki boyutlu rastgele değişkenin ortak olasılık fonksiyonu aşağıdaki gibi 

verilmiş olsun, 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = {
𝑥𝑦𝑥−1

3
, 𝑥 = 1,2,3   ve  0 < 𝑦 < 1

0 , d. d.

 

Bu fonksiyon eşitliğini sağlamalıdır, ilk önce 𝑦 değerleri üzerinden integral almak kolay 

olacağından, 

∑∫
𝑥𝑦𝑥−1

3
𝑑𝑦 =

1

0

3

𝑥=1

∑
1

3
= 1

3

𝑥=1

 

gösterilir.  (𝑋 ≥ 2, 𝑌 ≥ 1/2) olayının olasılığı 

𝑃(𝑋 ≥ 2,   𝑌 ≥ 1/2) = ∑ ∫
𝑥𝑦𝑥−1

3
𝑑𝑦 =∑

1− (
1
2)

𝑥

3

3

𝑥=2

1

1
2⁄

3

𝑥=2

= 0,5417   

olarak bulunur.  

Koşullu Dağılımlar 

Koşullu Olasılık Fonksiyonu 

Tanım. (𝑋, 𝑌) iki boyutlu rastgele değişkeninin ortak olasılık fonksiyonu 𝑃𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) ve 

 𝑋 = 𝑥 verildiğinde 𝑌 rastgele değişkeninin koşullu olasılık fonksiyonu 

𝑃𝑌|𝑋(𝑦) =
𝑃𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)

𝑃𝑋(𝑥)
,    𝑃𝑋(𝑥) > 0                                                    



şeklindedir.  𝑌 = 𝑦 verildiğinde 𝑋 rastgele değişkeninin koşullu olasılık fonksiyonu 

𝑃𝑋|𝑌(𝑥) =
𝑃𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)

𝑃𝑌(𝑦)
, 𝑃𝑌(𝑦) > 0                                                

şeklindedir. 

𝑷𝒀|𝑿(𝒚) koşullu olasılık fonksiyonunun Özellikleri 

1) 0 ≤ 𝑃𝑌|𝑋(𝑦) ≤ 1,      ∑ 𝑃𝑌|𝑋(𝑦)𝐷𝑌
= 1 

2) Eğer 𝑋 ve 𝑌 rastgele değişkenleri bağımsız ise,  

𝑃𝑋|𝑌(𝑥) = 𝑃𝑋(𝑥),         𝑃𝑌|𝑋(𝑦) = 𝑃𝑌(𝑦) 

Örnek: (𝑋, 𝑌) iki boyutlu kesikli rastgele değişkenin ortak olasılık fonksiyonu aşağıdaki 

gibidir. 

𝑃𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = {
(
4

5
)
𝑥+𝑦

(
1

5
)
2−𝑥−𝑦

, 𝑥 = 0,1;   𝑦 = 0,1 

0 , d. d.

 

a) 𝑃𝑋|𝑌(𝑥) koşullu olasılık fonksiyonunu bulunuz. 

b) 𝑋’ in marjinal olasılık fonksiyonunu bulunuz. 

Çözüm.  

a) 𝑌 rastgele değişkeninin marjinal olasılık yoğunluk fonksiyonu,  

𝑃𝑌(𝑦) =∑𝑃𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)

𝐷𝑋

 

eşitliğinden, 

𝑃𝑌(𝑦) = (
4

5
)
𝑦

(
1

5
)
2−𝑦

+ (
4

5
)
𝑦+1

(
1

5
)
1−𝑦

, 𝑦 = 0,1 için 

dir. 

𝑃𝑋|𝑌(𝑥) =
(
4
5
)
𝑥+𝑦

(
1
5
)
2−𝑥−𝑦

(
4
5
)
𝑦

(
1
5
)
1−𝑦 = (

4

5
)
𝑥

(
1

5
)
1−𝑥

 

𝑃𝑋|𝑌(𝑥) = {(
4

5
)
𝑥

(
1

5
)
1−𝑥

, 𝑥 = 0,1

0 , d. d.

 

olarak bulunur. 

b)  



𝑃𝑋(𝑥) =∑𝑃𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)

𝐷𝑌

 

𝑃𝑋(𝑥) = (
4

5
)
𝑥

(
1

5
)
1−𝑥

, 𝑥 = 0,1 için 

𝑃𝑋|𝑌(𝑥) = 𝑃𝑋(𝑥) olduğundan 𝑋 ve 𝑌 rastgele değişkenleri bağımsızdır. 

Koşullu Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu 

Tanım. (𝑋, 𝑌) iki boyutlu rastgele değişkeninin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) ve  𝑋 = 𝑥 verildiğinde 𝑌 rastgele değişkeninin koşullu olasılık yoğunluk 

fonksiyonu 

𝑓𝑌|𝑋(𝑦) =
𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
, 𝑓𝑋(𝑥) > 0                                                   

şeklindedir. 𝑌 = 𝑦 verildiğinde X rastgele değişkeninin koşullu olasılık yoğunluk 

fonksiyonu 

𝑓𝑋|𝑌(𝑥) =
𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑌(𝑦)
, 𝑓𝑌(𝑦) > 0                                                   

dir. 

𝑲𝒐ş𝒖𝒍𝒍𝒖 𝒐𝒍𝒂𝒔𝚤𝒍𝚤𝒌 𝒚𝒐ğ𝒖𝒏𝒍𝒖𝒌 𝒇𝒐𝒏𝒌𝒔𝒊𝒚𝒐𝒏𝒖 𝒇𝒀|𝑿(𝒚)’nin Özellikleri 

a)  𝑓𝑌|𝑋(𝑦) ≥ 0,       ∫ 𝑓𝑌|𝑋(𝑦) 𝑑𝑦
∞

−∞
= 1 

b) Eğer 𝑋 ve 𝑌 rastgele değişkenleri bağımsız ise, 

𝑓𝑌|𝑋(𝑦) = 𝑓𝑌(𝑦),                  𝑓𝑋|𝑌(𝑥) = 𝑓𝑋(𝑥) 

Benzer olarak, yukarıdaki özellikler 𝑓𝑋|𝑌(𝑥) içinde geçerlidir. 

Kovaryans ve Korelasyon Katsayısı 

Tanım. (Ω, 𝑈, 𝑃) olasılık uzayı, 𝑋 ve 𝑌 bu uzayda tanımlı iki rastgele değişken olsun. (𝑋, 𝑌) 

iki boyutlu rastgele değişkeninin 𝑚.inci ve 𝑛.inci momenti hem kesikli hem sürekli 

rastgele değişkenler için 

𝜇𝑚𝑛 = 𝐸(𝑋
𝑚𝑌𝑛) =

{
 

 ∑ ∑ 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑝𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)
∞

−∞

∞

−∞
,     

 ∫ ∫ 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)
∞

−∞

𝑑𝑥
∞

−∞

𝑑𝑦,      
    𝑚, 𝑛 ∈  ℕ     

olarak tanımlanır. Bu tanımla ilgili aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

1) Eğer 𝑛 = 0 alınırsa  𝑋  rastgele değişkeninin 𝑚.inci momenti elde edilir.  

2) Eğer 𝑚 = 0 alınırsa  𝑌  rastgele değişkeninin 𝑛.inci momenti elde edilir.  



3) Eğer 𝑛 = 0, 𝑚 = 1 alınırsa 𝜇10 = 𝐸(𝑋) = 𝜇𝑋 

4) Eğer 𝑛 = 1, 𝑚 = 0 alınırsa 𝜇01 = 𝐸(𝑌) = 𝜇𝑌 

5) Eğer 𝑛 = 0, 𝑚 = 2 alınırsa 𝜇20 = 𝐸(𝑋2) 

6) Eğer 𝑛 = 2, 𝑚 = 0 alınırsa 𝜇02 = 𝐸(𝑌2) 

7) Eğer 𝑛 = 1, 𝑚 = 1 alınırsa 𝜇11 = 𝐸(𝑋𝑌) 

elde edilir. 𝑋 ve 𝑌 rastgele değişkenlerinin varyansları momentler cinsinden sırasıyla 

şöyledir:  

𝜎𝑋
2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝜇20 − (𝜇10)

2                                                  

𝜎𝑌
2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝜇02 − (𝜇01)

2                                                  

Tanım. 𝑋 ve 𝑌 iki rastgele değişken olmak üzere bu rastgele değişkenlerin birlikte değişim 

ölçüsüne kovaryans denir ve 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) veya 𝜎𝑋𝑌 ile gösterilir. 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)                                       

Eğer 𝑋 ve 𝑌 rastgele değişkenleri bağımsız ise 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 0 olur. 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 0 ise 𝑋 ve 

𝑌 rastgele değişkenleri ilişkisizdir. 

Tanım.  𝑋 ve 𝑌 iki rastgele değişken olmak üzere  

𝜌(𝑋, 𝑌) = 𝜌𝑋𝑌 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑋𝜎𝑌
=
𝜎𝑋𝑌
𝜎𝑋𝜎𝑌

                                   

 eşitliğine korelasyon katsayıları denir. Momentler cinsinden  

𝜌𝑋𝑌 =
𝜇11 − 𝜇10𝜇01

√(𝜇20 − 𝜇102)(𝜇02 − 𝜇012)
 

olarak da yazılabilir ve tanım aralığı, 

−1 ≤ 𝜌𝑋𝑌 ≤ 1                                                               

dır. Korelasyon katsayısı  𝑋 ve 𝑌 arasındaki doğrusal bağımlılığın bir ölçüsü olarak da 

düşünülebilir. 

Örnek: (𝑋, 𝑌) rastgele değişkeninin ortak olasılık fonksiyonu 

𝑌\𝑋 0 1 2 𝑃(𝑌 = 𝑦) 

0    0 0 1 4⁄  1 4⁄  

1    0 2 4⁄  0 2 4⁄  

2    1 4⁄  0 0 1 4⁄  

𝑃(𝑋 = 𝑥) 1 4⁄  2 4⁄  1 4⁄  1 

olarak veriliyor. 



a) 𝑃(𝑋 = 𝑌)  ve   𝑃(|𝑋| ≤ 3|⟦𝑌⟧  ≥ 1) olasılıklarını bulunuz 

b) 𝐸(3𝑋 + 5𝑌) ve 𝑉𝑎𝑟(2𝑋 − 3𝑌) değerlerini bulunuz. 

c) Korelasyon katsayısı 𝜌𝑋𝑌‘i bularak yorumlayınız. 

Çözüm.  

a) 𝑃(𝑋 = 𝑌) = 𝑝𝑋,𝑌(0,0) + 𝑝𝑋,𝑌(1,1) + 𝑝𝑋,𝑌(2,2) = 2 4⁄  

𝑃(|𝑋| ≤ 3|⟦𝑌⟧  ≥ 1) =
𝑃[(|𝑋| ≤ 3) ∩ (⟦𝑌⟧ ≥ 1)]

𝑃(⟦𝑌⟧ ≥ 1)
 

                                        =
𝑃[(𝑋 ≤ 2) ∩ (𝑌 ≥ 1)]

𝑃(𝑌 ≥ 1)
 

  𝑃[(𝑋 ≤ 2) ∩ ( 𝑌 ≥ 1)] 

= 𝑝𝑋,𝑌(0,1) + 𝑝𝑋,𝑌(0,2) + 𝑝𝑋,𝑌(1,1) + 𝑝𝑋,𝑌(1,2) + 𝑝𝑋,𝑌(2,1) + 𝑝𝑋,𝑌(2,2) = 3 4⁄  

olduğundan, 

𝑃(|𝑋| ≤ 3|⟦𝑌⟧  ≥ 1) =
3 4⁄

3 4⁄
= 1 

bulunur. 

a) 𝐸(3𝑋 + 5𝑌) = 3𝐸(𝑋) + 5𝐸(𝑌) = 8 

𝐸(𝑋) = 𝐸(𝑌) = 0 ∙
1

4
+ 1 ∙

2

4
+ 2 ∙

1

4
= 1 

𝑉𝑎𝑟(2𝑋 − 3𝑌) = 4𝑉𝑎𝑟(𝑋) − 12𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) + 9𝑉𝑎𝑟(𝑌) 

𝐸(𝑋2) = 𝐸(𝑌2) = 02 ∙
1

4
+ 12 ∙

2

4
+ 22 ∙

1

4
=
6

4
 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝑌) =
1

2
 

𝜎𝑋 = 𝜎𝑌 = 1 √2⁄  

𝐸(𝑋𝑌) = 𝜇11 =∑∑𝑥𝑦 𝑃𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)

2

𝑦=0

2

𝑥=0

= 1.1.
2

4
=
2

4
 

bulunur. Böylece  

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = −0,5  ve  𝑉𝑎𝑟(2𝑋 − 3𝑌) = 7 

bulunur. 

c)  

𝜌𝑋𝑌 = −
1 2⁄

(1 √2⁄ )(1 √2⁄ )
= −1 

bulunur. Yani, 𝑋 ve 𝑌 rastgele değişkenleri arasında zıt yönde tam bir ilişki vardır. 
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