iki Degiskenli Karma (Mixed) Dagilimlar

Bu bélimde buraya kadar kesikli ya da siirekli iki degiskenli dagilimlar tizerinde
duruldu. Bazen, rastgele degiskenlerden birinin kesikli digerinin ise strekli dagilima
sahip oldugu iki degiskenli karisik dagilimlarla karsilasilabilir. Boyle bir ortak olasilik
fonksiyonunu fy y(x,y) ile gosterilir. Bu durumda (X, Y) ciftinin xy —dtzleminde belirli
bir bolgeye ait olma olasihgini, degiskenlerden birisi i¢in fx y(x, y) degerleri toplanarak
ve diger degisken icin de fyxy(x,y)'nin integrali alinarak bulunur. Her ortak olasilik
fonksiyonu iki kosulu saglamalidir. Eger X miimkiin degerleri x4, x,, ... olan kesikli bir
rastgele degisken ve Y bir stirekli rastgele degisken ise, bu durumda V x, y i¢in

fxy(x,y) =20 ve joifx’y(xi,y)dy =1

—00 L=
olmalidir. f fonksiyonu negatif olmadigindan, islem kolaylig1 saglayacaksa integral ve
toplama islemlerinin sirasi degistirilebilir.

Ornek: (X,Y) iki boyutlu rastgele degiskenin ortak olasilik fonksiyonu asagidaki gibi
verilmis olsun,

xyx—l
fX,Y(x:J’) = 3 , x=123 ve 0<y<1
o d.d.
Bu fonksiyon esitligini saglamalidir, ilk 6nce y degerleri iizerinden integral almak kolay
olacagindan,
1
ijxyx_ld s o1
3 Y= 3
x=10 x=1

gosterilir. (X > 2, Y > 1/2) olayinin olasilig1

X

3 1 3 1
(ot el-(G)
PX=2 Y=1/2)= dy = ) —==—=05417
x=2

3

x=2 1/2

olarak bulunur.

Kosullu Dagilimlar
Kosullu Olasilik Fonksiyonu

Tamm. (X,Y) iki boyutlu rastgele degiskeninin ortak olasilik fonksiyonu Py y(x,y) ve
X = x verildiginde Y rastgele degiskeninin kosullu olasilik fonksiyonu

PX,Y(x: y)

W, PX(X) >0

Pyix(y) =



seklindedir. Y = y verildiginde X rastgele degiskeninin kosullu olasilik fonksiyonu

PX,Y(X,)’)

Pxy(x) = O

P,(y) >0

seklindedir.

Py x(y) kosullu olasilik fonksiyonunun Ozellikleri
1) 0<Pyx(y) =1, ZDYPYlX(y) =1
2) Eger X veY rastgele degiskenleri bagimsiz ise,

Pxy(x) = Py (x), Pyix(y) = Py (y)

Ornek: (X,Y) iki boyutlu kesikli rastgele degiskenin ortak olasilik fonksiyonu asagidaki
gibidir.
2—-x-y

4 xX+y 1
PX,Y(XJ’) = (E) (E) » =01 y=01
0 , d.d.

a) Pyjy(x) kosullu olasilik fonksiyonunu bulunuz.
b) X’ in marjinal olasilik fonksiyonunu bulunuz.
Coziim.

a) Y rastgele degiskeninin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

P3) = ) Pey(x,y)

esitliginden,
=) G +E) () r=otin
dir.
4 x+y 1 2—-x-y
p 5 G AT
XlY(x) - 4 y 1 1-y - 5 5
() )
4 X 1 1—-x
Pyy(x) = (5) E) » ¥=01
0 , d.d
olarak bulunur.

b)



Pe() = ) Pey(x9)

X 1 1-x

Py(x) = (g) (g) ,x = 0,1 icin

Pxjy(x) = Px(x) oldugundan X ve Y rastgele degiskenleri bagimsizdir.
Kosullu Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Tanmm. (X,Y) iki boyutlu rastgele degiskeninin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
fxy(x,y) ve X = x verildiginde Y rastgele degiskeninin kosullu olasilik yogunluk

fonksiyonu
fxy(x,y)
= = x)>0
frix() Fo(x) fx (%)
seklindedir. Y = y verildiginde X rastgele degiskeninin kosullu olasilik yogunluk
fonksiyonu
fxy(x,y)
x) =———, (y) >0
fxiy (%) £ fr(y
dir.

Kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu fy|x(y) nin Ozellikleri

a) fre® =0, [ frx®dy=1

b) Eger X ve Y rastgele degiskenleri bagimsiz ise,

frixy) = fr), fxiy(x) = fx(x)

Benzer olarak, yukaridaki ozellikler fxy (x) icinde gecerlidir.

Kovaryans ve Korelasyon Katsayisi

Tanim. (Q, U, P) olasilik uzayi, X ve Y bu uzayda taniml iki rastgele degisken olsun. (X, Y)
iki boyutlu rastgele degiskeninin m.inci ve n.inci momenti hem kesikli hem siirekli

rastgele degiskenler icin
Z Z x"y"pxy (x,y),

Hmn = EQX™Y™) = 0 00
f f x"y" fxy (x,y) dx dy,

mne N
olarak tanimlanir. Bu tanimla ilgili asagidaki sonuclar elde edilir:
1) Egern = 0 alinirsa X rastgele degiskeninin m.inci momenti elde edilir.

2) Egerm = 0 alinirsa Y rastgele degiskeninin n.inci momenti elde edilir.



3) Egern =0, m = 1lalmrsapu,g =EX) = uy
4) Egern=1, m = 0almrsa uy; = E(Y) = uy
5) Egern =0, m = 2 alimirsa p,, = E(X?)
6) Egern =2, m = 0alimirsa py, = E(Y?)
7) Egern =1, m = 1alinirsa y;; = E(XY)
elde edilir. X ve Y rastgele degiskenlerinin varyanslari momentler cinsinden sirasiyla
soyledir:
ox® = Var(X) = pzo — (10)°
oy? =Var(Y) = pop — (o1)?

Tamm. X ve Y iki rastgele degisken olmak tizere bu rastgele degiskenlerin birlikte degisim
olclisiine kovaryans denir ve Cov(X,Y) veya oy ile gosterilir.
Cov(X,Y) =EXY) - EWX)E(Y)
Eger X ve Y rastgele degiskenleri bagimsiz ise Cov(X,Y) = 0 olur. Cov(X,Y) = O ise X ve
Y rastgele degiskenleri iliskisizdir.
Tanim. X veY iki rastgele degisken olmak tlizere

Cov(X,Y)  oxy

Ox 0y Ox 0y

p(X,Y) = pxy =

esitligine korelasyon katsayilar1 denir. Momentler cinsinden
_ H11 — HioMo1
\/(llzo — t10%) (Hoz — Ho1%)

Pxy

olarak da yazilabilir ve tanim araligi,

—I<pyy<1
dir. Korelasyon katsayis1 X ve Y arasindaki dogrusal bagimhiligin bir 6lciisii olarak da
distintlebilir.

Ornek: (X,Y) rastgele degiskeninin ortak olasilik fonksiyonu

Y"NX| 0 1 2 |P(Y=y)
00 o0 1/4| 1/4
110 2/4 0 2/4
2 [1/4 0 0 1/4

P(X=x)|1/4 2/4 1/4 1

olarak veriliyor.



a) P(X=Y) ve P(|X| <3]|[Y] = 1) olasiliklarini bulunuz

b) E(3X + 5Y) veVar(2X — 3Y) degerlerini bulunuz.

c) Korelasyon katsayisi pyy ‘i bularak yorumlayiniz.

Coziim.

a) P(X=Y) =pxy(0,0) + pxy(1,1) + pxy(2,2) = 2/4

PI(IX] =3) n ([Y] = 1)]
P([Y]=1)

_P[Xx=2)n(Y =1)]

P(Y=1)

P(XI <3I[Y] =1) =

P(X<2)n(Y=1)]
= PX,Y(O;l) + PX,Y(OIZ) + PX,Y(1,1) + PX,Y(LZ) + PX,Y(Z,D + PX,Y(Z,Z) =3/4

oldugundan,

3/4
P(IX| < 31Y] 21)=#=1

bulunur.

a) E3X+5Y)=3E(X)+5E(Y) =8

1 2 1
EQ)=E(¥)=0-7+1-7+2:7=1

4 4
Var(2X — 3Y) = 4Var(X) — 12Cov(X,Y) + 9Var(Y)
1 2 1 6
2y — 2y —(2.-412.2492.2_2
EX?) =E(Y?) =027+ 12 2427 2 =1

Var(X) =Var(Y) =

2
O-X=O-Y=1/\/E

2 2
2 2
E(XY) =y = Z Z xy Pxy(x,y) = 1_1_Z = Z

x=0y=0
bulunur. Béylece
Cov(X,Y) =—-0,5 ve Var(2X —-3Y) =7
bulunur.
c)
1/2
T T AN D)

bulunur. Yani, X ve Y rastgele degiskenleri arasinda zit yonde tam bir iligki vardir.




Kaynak ders kitab1: Saglam, V., Sagir, M. ve Yiicesoy, E. (2018). Olasiiga Giris,
Glncellenmis 4. Baski, Seckin Yayinevi.



